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はじめに
　富山県高等学校教育研究会数学部会の発表のため，平成８年度に「数学�，Ａの指導メ
モ」，平成１０年度に「数学�，Ｃの周辺についてのメモ」をまとめた．それらに含めな
かったもの，その後にメモしておいたものをこの時点（２００１年夏）で一度まとめてお
くことにする．平成１３年度全国理数科教育研究大会の発表原稿に含めた数学の内容で、
詳しく説明したものを用意しておく必要もあったので、その他のものとあわせて打ち込ん
でおいた。
　最近は、授業や課題研究に使うエネルギーよりも、分掌の様々な事務的な仕事につかう
時間が多くなってきた。そのため、なかなか数学書を読んだり、数学の問題を考えたりす
る時間が少なくなってしまっている。たまに何かに取り組んだりしても、細切れになり、
継続が難しい。今後、これまでのように「メモ」をするくらいに数学を考えられるか少し
不安もある。
　今回の TeX 打ち込みでは ams� tex を使って可換図式を作成すること、数式の split、
ghostscript�dvioutの設定による写真の張り込みなどわずかながらも技術を向上させるこ
とができた。また、この原稿およびこれまでの発表原稿を自分のホームページに載せるた
め、TeX からポストスクリプト、さらにＰＤＦのファイルへ変換する作業にも初めて取
り組んだ。今後の課題として、emathシリーズが持つ相当な機能を何かの機会に是非マス
ターしたいものである。 　なお，砺波高校数学科の先生方には，日頃からの助言など大変
お世話になったことを感謝します．
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第�章 算数オリンピックのある問題から

　平成１１年度の算数オリンピックに次のような問題があった．
「１から順にふえていく整数の列の中には，たとえば１から３までの場合は，１�２＝３，
１から２０までの場合には，１�２�３�・・・・�１４＝１５�１６�１７�・・・・�２０のよ
うに順序を変えないまま，途中でうまく２つのグループに分けて，各グループの数の和を
等しくできるものがあります．このような整数の列のうち，上の例以外で，もっとも短い
ものは１からいくつまでですか．」

　この問題は Niftyの数学の会議室で話題になった．少し考えてみると，２次形式を用
いて解決することができ，以前課題研究で扱ったピタゴラス数 x�� y� � z�� jx� yj � �

　と関わりがあることがわかった．

��� ２次形式を用いた解法

� � � � � � � � � � � �� k � �k � �� � �k � �� � � � � � � � � n 　とすると，
�

�
n�n� �� � � � �

�
k�k � ��

さらに変形して
��n� ��� � ���k � ��� � ��
X � �n� �� Y � �k � � 　とおくと，２次形式 　X� � �Y � � �� 　を解く問題となる．
　これについては以前課題研究�で生徒が発見した漸化式が正しいことを証明する際に現
れたものである．そのときの経過は，平成１０年度高教研発表資料「数学�，Ｃとその周
辺についてのメモ」第４章 　ある種のピタゴラス数と２次形式 　に書いてあるが，それに
よると
X� � �Y � � �� 　の自然数解の列は，最小解 　�X�� Y�� � ��� ��

一般解 　

�
Xn

Yn

�
�

�
� �

� �

�n�
X�

Y�

�

で与えられる．
X� � �� Y� � � 　のときは，n � k � 
 　となり，この場合は 
 � 
という解となり，意
味をなさない．

�
X�

Y�

�
�

�
� �

� �

��
�

�

�
�

�
�

�

�
��� n � �� k � ��

� � � � �

�平成９年度課題研究 　「ピタゴラス数」
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　これが算数オリンピックの解答となる．
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	��

�
��� n � �	�� k � �	��

� � � � � � �� �	� � �	� � �	� � � � � � �	�

　以下，いくらでも作ることができる．ただし，急激に大きな数となる．

��� ピタゴラス数 　x
� � y

� � z
�
� y � x� � 　との関係

�
 x� � y� � z�� y � x � � 　の解は，X� � �Y � � �� 　の解から，X � �x �

�� Y � z 　として得られる．

�
 � � � � � � � � k � �k � �� � �k � �� � � � � � n 　の解は，X� � �Y � � �� 　の解か
ら，X � �n� �� Y � �k � � 　として得られる．

以上より，x � n� z � �k � � 　で対応している．

z

x��

x ����・・・・�k
��k�����k����・・・�n

　
�次形式は，結構身近なところに応用できて面白いものだ．（Aug
����			）
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第�章 アミダくじについて

　ある大学の数学科の推薦入試の事前課題に「アミダくじを用いるとどのような並び替え
も作成可能であることを説明せよ．」という問題が与えられた．他校へ転勤した先生から
相談されたので少し考えてみた．

定理 ��� アミダくじによって �� � � � � n の任意の並び替えが作成可能である．

�� 高校生向けの証明・・・・数学的帰納法

�a� n � � の時は自明．

�b� n の時に正しいと仮定する． n� � の時，

� i � n� � を動かさない並び替えについては，帰納法の仮定から作成可能．

� ii � k � n なる k が n� � に移る並び替えについて，以下の図のアミダを考え
る．

� � � k k��k�� n n��

� � � n�� k��k�� n k

kと n��の入れ替え

図 �
��

このアミダによって k と n� � が入れ替わり，残りの数字は自分の場所に
来る．従って，k は望み通りの場所に移った．このアミダの下に，右端を
除いた n 個の数で，求める並び替えのアミダを追加すればよいが，それは
帰納法の仮定から可能である．以上により n� � の場合も任意の並び替え
が可能である．

� iii � 以上により，全ての n についてアミダは任意の並び替えを作成することが
出来る．��

�



�� 置換群の知識によって

� � � k k��k�� m�� m

� � � m k��k�� m�� k

kと mの置換を表すアミダ

n

n

図 �
��

上図のアミダは k と m の互換を表す．全ての置換は互換によって生成されるので，
アミダによって全ての並び替えが可能であるといえる．��
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第�章 ユークリッドの互除法が終了するまで
の計算回数について

　ユークリッドの互除法については、平成４年度の課題研究「数の性質（最大公約数・互
除法・連分数）」で、基本的な手法を取り扱った．その後、富山大学教育学部へ進学した
教え子から，ユークリッドの互除法が終了するまでにどれだけの計算回数が必要かという
問題について相談されたので考えてみた．�

��� ユークリッドの互除法

　a � b � 
 を２つの自然数とするとき，その最大公約数を求めるアルゴリズムの１つ
として，以下の方法をユークリッドの互除法という．

� a � q�b� r�� q� � N� r� � Z� 
 � r� � b

� もし，r� � 
 ならば続ける．
b � q�r� � r�� q� � N� r� � Z� 
 � r� � r�

� 以降， rk � 
ならば続ける．
rk�� � qk��rk � rk��� qk�� � N� rk�� � Z� 
 � rk�� � rk

� b � r� � r� � � � � は減少する非負整数の列であるから，�n s�t� rn�� � 
 ．ここ
で計算をストップさせる．

命題 ��� �a� b� � rn である．

補題 ��� �a� b� � �a� qb� b� �q � N�
証明）�a� b� � d� �a � qb� b� � d� とおく．
dja� djb より，dja� qb． 　よって d � d�

d�ja� qb� d�jb より，d�j�a � qb� � qb � a． 　よって d� � d

以上より，d � d� ��

この補題により，�a� b� � �a� q�b� b� � �r�� b�

同様にして，�r�� b� � �r�� b � q�r�� � �r�� r��

繰り返して，�a� b� � �r�� b� � �r�� r�� � �r�� r�� � � � � � �rn��� rn�

作り方�rn�� � 
�により，rn�� � qn��rn ．従って，�rn��� rn� � rn ．すなわち，�a� b� � rn

と結論できる．以上により命題が証明された．
　実際に計算してみる．a � ���� b � �� のとき，��� � � � �� � ��� �� � � � �� �

��� �� � �� �� � �� �� � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � 
 ．従っ
て，����� ��� � �

�����年５月

�



��� 互除法が終了するまでの計算回数

　a � b � 
 を２つの自然数とするとき、互除法により、a� b� r�� r�� � � � � � � � rn � d 　
（d � �a� b� 　最大公約数）と剰余の列を作っていく．このとき，b を固定して，a をいろ
いろ変えていったとき，互除法の列の長さの最大値を bに対する互除法の計算回数と定義
し，N�b� と表す．a の値をいろいろ取るとしても，r� � 
� � � � b� � であるから，これら
の r� で考えれば十分である．b の値に対して，計算回数 N�b� はどのくらいであると見
積もることができるであろうか？それが問題である．

主張 ��� b � �k�� ならば N�b� � �k

証明）b � q�r� � r� � r� � r� � �r� であるから，r� �
�

�
b

同様に，ri�� �
�

�
ri．従って，r�k �

�
�

�

�k

b．

b � �k�� とすると，r�k � �．従って，r�k � � もしくは，その前に計算は終了している．
よって，主張は証明された．

　しかし，この主張は少々荒く，ベストな評価とは遠い．b � �� について考えてみる．
��� �� � ��� �� �� � ��� �
� �� �� � ��� ��� �� �� �

��� �� �� � ��� �� �� � ��� ��� �� �� � ��� ��� �� �

��� �� � ��� �� � ��� ��� �� �� � ��� ��� �

��� �� �� � ��� 	� �� � ��� ��� �� �

従って，N���� � �．しかし，�� � �� � �� であるから，上の主張では N���� � � とし
か言えていない．

　そこで，N�b� �b � �� �� �� � � � � について，計算してみる．（最後の表を参照のこと）注
目すべきは，計算回数の最高記録が出る b の値で，
�� �� �� �� �� ��� ��� ��� � � �
となっている．これは，f� � �� f� � �� fn�� � fn��� fn で定められるフィボナッチ数
列である．このことは，以下の理由からも予想できた．
　N�b� を筆算で計算していくとき，b� r�� r�� r�� � � � と並べてみると，急に数が小さくな
るところがある．それは，rk � qk��rk�� � rk�� と次の剰余に移るときに qk�� が大きい
ときに起こる．そうなると列の長さが短くなってしまうのである．逆に，qk�� が小さい
と数の減少が小さく，列が長くなると考えられる．qk�� � � とすると，rk�� � rk�� � rk
となり，フィボナッチ数列が現れる．さらに，初項と第２項が最小の �� �とすると最高記
録を更新する数 b が得られる．

主張 ��� fflg を 　f� � �� f� � �� fl�� � fl�� � fl で定められるフィボナッチ数列で
あるとする．
このとき，

� fl � b � fl�� �� N�b� � l

� N�fl��� � l

証明）

�



�� fl � b � fl�� �� N�b� � lについて
数学的帰納法で証明する．
b � al を満たす b について N�b� � l � � が成立していると仮定する．このとき，
al � b � al�� � al � al�� なる bについて，

�a� 
 � r� � al のとき，
r�� r�� � � � � rnについて，r�を起点とした列を考えると，帰納法の仮定から r�� � � � � rn
の長さは l � �未満．従って，n � l � � ��

�b� al � r� � b のとき

 � b � r� � b � al � �al � al��� � al � al��

従って，r� � b � r� � al��．このとき，r� を起点とした列に帰納法の仮定を
用いると，その長さは l� � 未満．よって，r�� r�� r�� � � � � rn の長さは l� � 未
満．��

�� N�fl��� � lについて
fl�� � fl�� より，上記で示したことから N�fl��� � l � �

一方，fl��� fl� fl��� � � � � f�� f� という列を持つから N�fl��� � l

以上より，N�fl��� � l ��

　
課題
　この主張により，計算回数N�b� の上限は定められた．しかし，下限はどうであろうか？
徐々に計算回数は多くなっていく．大きな数なのに計算回数が少ないという特異な数は無
いように思われる．表から見ると，b � c �� N�b� � N�c� を満たす b を抜き出す
と，�� �� �� �
� ��� � � � ．これらの数の規則性は？あるいは，別の方法で下限は見積もれる
であろうか？

	



��� 資料

����� 資料．計算回数を求める function

N�b� を求めて，TEXの表になるようなテキストを吐き出す簡単なプログラムを作成し
たが，そこで用いた N�b� を計算する functionの部分を以下に記す．都合により，N�b�

の代わりに EuN�b� としてある．

Function EuN�b�

Dim k As Integer� n As Integer� l As Integer

Dim r As Integer� s As Integer

EuN � �

For k � � To b � �

r � b� s � k� n � 	

Do While s 
 	

l � r Mod s

r � s� s � l� n � n � �

Loop

If n 
 EuN Then

EuN � n

End If

Next k

End Function

�




����� 資料．N�b� の一覧

b N�b� b N�b� b N�b� b N�b� b N�b�

� � �� � 	� � �� � 
� 


� � �� 	 	� � �� � 
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第�章 正多角形の作図について・・・ガウスの f

項周期

　平成１２年度の課題研究では，「正多角形と正多面体」をテーマに生徒と一緒に考えた．
そこで扱った正多角形の作図について，課題研究ではどうしても曖昧にせざるを得なかっ
た部分がある．それは，

�� 作図可能とは．そしてそれがどのように代数方程式の解法と関わるのか．

�� 正ｎ角形の作図可能条件 　n � ��p�p� � � � pk �� � 
� �� �� � � � � pi は Fermat

素数 �

�� Gaussのアイディアによる正 ��角形の作図について・・・どうしてうまい数の組み合
わせができるのか，その理由．

　特に最後の問題が気にかかっていた．高木貞治著「近世数学史談」には計算方法が載っ
ており，その正しさを追うことはできるが，アイディアが理解できない．研究中，随分以
前�の雑誌「大学への数学」に河合良一郎先生が連載されていた「高校数学の周辺」のコピー
を先輩の先生からいただいた．それには以下のような解説があった．� � cos ��

�� � i sin ��
��

とおき，�� ��� � � � � ��	 に対し， mod � の原始根の１つ � をとり，それを指数に作用さ
せて， �� ��� �
� ���� ���� ��� ���� ���� ��	� ���� ��� ��� ��� ���� ��� �	 を考える．それを１つお
きに取って，a � � � �
 � ��� � ��� � ��	 � �� � �� � ��� b � 残りの和 　とすると，
a� b � ��� ab � �� ．従って，x� � x� � � 
 　を解く・・・・とある．少し前進したが，
この方法のベースとなっているアイディアはつかめない．
　課題研究発表会までには，どうしても時間が取れなかったので，そのあとではあったが
手元の本を少し調べてみた．
　まず，永田雅宜著「可換体論」（裳華房）．作図問題についての解説もあり，�，�につ
いてはわかるのであるが，�については記述がない．
　次に，アルティン著「ガロア理論入門」（東京図書）．ガロア理論から �については説明
してあるが，やはり �については記述がない．ただし，この本には「ポストニコフの本を
見よ」とかいてあった．
　そこで，ポストニコフ「ガロアの理論」（東京図書）．この本は，数学を志したが文系
の大学に進学した友人から頂いたものであった．学生時代にはあまり読んでいない．大学
での講義が抽象的な代数学であったのに反してこの本は具体的な内容が多かった．そのた
め，学生時代はこの本ではなく、上記の本などを参考にするのが普通なのではないかと判
断したのであった．いかにもロシアのテキストらしい具体的な内容の豊富さである。�円
周等分多項式に対する１の原始 p 乗根が引き起こす自己同型作用と対応するグループ分

�����年？．私が高校生になったのはそれより少しあとであるが，田舎では「大学への数学」をあまり見
かけることはなかった

�学生時代の指導教官が「ロシアのテキストは、計算式の変形についても逐一記述している」とおしゃった
のが印象に残っている．

��



け・・・・ガウスのｆ項周期・・・・のアイディアが解説されており，�についての疑問が解決さ
れた．１．作図の可能性とは，２．作図可能条件とあわせて以下にメモしておく．

��� 定規とコンパスによる作図

　この節は永田雅宜著「可換体論」（裳華房）による．
作図問題は，与えられた有限個の点から出発して，作図しうる点がどのくらいあるかを考
えることになる．直線は通る２点，線分は両端の２点，円は中心と半径によって決定され
る．定規とコンパスで可能な作図を考えてみる．

補題 ��� 実数 �� a� b � 
 について
�a�a� b �b�a � b �c�ab �d�

a

b
�e�
p
a

が作図できる．
証明）�a�� �b�については簡単．
�c� について

a ab

�

b

�d�について

b x

�

b � � � � � x より x �
�

b
． 　

�

b
が作図できれば �c�より

a

b
が作図できる．

　
�e�について

HMA B

直径 AB�a�bの円で，中心M�AH�a�HB�b

MP �
a� b

�
� MH �

a� b

�
� PH �

s�
a� b

�

��

�
�
a� b

�

��

�
p
ab

��



複素平面上の作図としてこのことを考えると，�つの複素数 ��� �� の表す点から
�f��� � �� �g��� � �� �h����� �i�

��
��

�j�
p
�� の表す点を作図することができる．

定理 ��� 　
� �� ��� ��� � � � � �n が与えられた点を表す複素数とする．これらから出発し
て， 	 の表す点が作図可能な必要十分条件は，K� � Q��� � � � � � �n� ���� � � � � ��n� から出発
して，K� 	 K� 	 � � � 	 Kt という体の拡大列で

� 	 � Kt

� �Ki�Ki��� � � �i � �� �� � � � � t�

となるものが存在すること．

　（注意．体の拡大の各段階では２次方程式の解を添加して進んでいく．）

証明）
十分性）

� 直線に関する対称点を作図することが可能であるから ��i を作図できる．
�f�� � � � � �j� により K� � Q��� � � � � � �n� ���� � � � � ��n� の元は作図可能である．

� Ki�� の元が作図可能であったと仮定する．�Ki�Ki��� � � であるから，�	i �
Ki�� s�t� Ki � Ki��

�p
	i
�
．�j� が作図可能（偏角の � 等分と

p
r の作図可

能性より）であることから
p
	i が作図可能．従って，K� のときと同様に Ki の元

が作図可能であるといえる．

� 数学的帰納法により， K��K�� � � � �Kt と順にその元が作図可能であることがわか
る．��

必要性）既に作図できた点をもとに定規とコンパスで求め得る点は，
　　a� �直線の交点 　b� 直線と円の交点の１つ 　c� 円と円の交点の �つ
のいずれかである．
a� について
　L� を ��� �� で定まる直線とすると，	 � �� � t��� � ���

　L� を ��� �� で定まる直線とすると，	 � �� � t��� � ����
�� � t��� � ��� � �� � t��� � ��� � � � �i�

��� � t� ��� � ���� � ��� � t� ��� � ���� � � � �ii�

�i�� � ��� � ���� � �ii�� ��� � ��� より，
　f��� � ���� ��� � ����� � ��� � ������� � ���g�t f��� � ���� ��� � ����� � ��� � ������� � ���g �



ここで，��� � ���� ��� � ���� � � ��� � ������� � ��� � 
 とすると

　
�� � ��
�� � ��

�
��� � ��

�� � ��

��



これは �� � ��

�� � �� ，すなわち 　L�

L� を意味するが，今は交点を求めているの
で不適．

従って，t �
��� � ���� ��� � ����� � ��� � ������� � ���

� ��� � ������� � ���� ��� � ���� ��� � ����
t がこの形で表されることから， 	 � Q��� � ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� の元であることが結
論される．

b� について
　直線 l � 	 � �� � t��� � ��� ，円 C � j	 � ��j � r を連立して，
　f�� � t��� � ���� ��g f ��� � t� ��� � ���� � ���g � r�

　これは t の �次方程式．従って，解 t は Q��� � ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� の �次拡大体の
元である．

c� について
　円 C� � j	 � ��j � r�� C� � j	 � ��j � r� とする．
C� から �	�� ��

�	 � ���� � r� ，j	j� � 	 ��� � �	�� � j��j� � r�� � � � �i�

同様にして，j	j� � 	 ��� � �	�� � j��j� � r�� � � � �ii�

�i�� �ii� 　� ��� � ����	 � ��� � ��� �	 � r�� � r�� 　�	 � � ��� � ���
�� � ��

	 �
��� � ���
�� � ��

�i� に代入

　� ��� � ���
�� � ��

	� �
��� � ���
�� � ��

	 � ���	 � ��
��� � ���
�� � ��

	��
��� � ���
�� � ��

� j��j� � r��

　これは t の �次方程式．従って，解 	 は Q��� � ��� ���� ���� の �次拡大体の元である．

　以上により，a�� b�� c� の交点は既知の点が含まれる体の元もしくはその �次拡大体の元
であることがわかった．従って定理の必要性が証明された��

系 ��� 
� �� ��� � � � � �nから出発して 	が作図されるとき，	の K� � Q��� � � � � � �n� ���� � � � � ��n�

上の最小多項式の次数は２のべきであることが必要．（十分ではない）

これを利用して正多角形の作図，角の等分の可能性を考える．

正 n 角形 を作図する 　
� 　角
��

n
を作る．

従って１の n乗根 � を求める．与えられる点は原点と ��� 
�であるから，K� � Q ．� の最小
多項式は n位の円分多項式 �n�x�で，その次数は ��n� �� fk j � � k � n� �� �k� n� � �g
．上の系より ��n� � �e とならねばならない．n � p（素数）のときには，��p� � p � �

であるから，p � �e � � ．

定理 ��� p が素数であるとき，
　　　正 p 角形が作図可能 　　
� 　　p � ��

n
� � 　（フェルマー素数）

証明） e � kl 　（ l は奇数）とすると，p � �kl � � �
�
�k
�l
� � ．しかるに X l � � は

X �� で割り切れるから，p � ��k ���� 整数 　となる．p が素数であることから l � �で

�	



あることが結論される．従って e は１より大きい奇数を因数に持たない．すなわち e � �n

となり，p � ��
n

� �（フェルマー素数）となることが必要．
　逆に，p � �e � � のとき，Q��� は Q上 �e次の Galois拡大．Gal �Q���
Q� の位数は
２の冪であるから冪」零群で，可解群である．従って，K� � Q 	 K� 	 � � � 	 Kt � Q���

となるものが存在する．（十分）．
　

定理 ��� 正 n角形の作図ができる 　　
� 　n � ��p�p� � � � pr（ � � 
� �� �� � � � � pi �

��
ei � � 互いに異なるフェルマー素数）
証明）

�� について
角の２等分は可能であるから � � 
 の時に示せば十分．素数の数 r についての帰納法で
示す．

� r � � の時は前定理．

� r � � 以下のときに可能であると仮定して r のときを考える．

�� �� cos
��

p�p� � � � pr�� � i sin
��

p�p� � � � pr�� � �� �� cos
��

pr
� i sin

��

pr

とおく．

arg �t��
u
� �

��

p�p� � � � pr�� �
��

pr
�

��

n
�prt� p�p� � � � pr��u�

p�p� � � � pr�� と pr は互いに素であるから prt�p�p� � � � pr��u � � を満たす t� u � Z
が存在する．仮定より ��� �� は作図可能．従って �t�� �

u
� も作図可能．すなわち１の

原始 n 乗根が作図可能であるといえる．��

��� について
正 n 角形が作図可能であれば，その約数 n� について，正 n� 角形も作図可能．従って，
n � ��pf�� � � � pfrr と素因数分解したとき，各 pi はフェルマー素数でなければいけない．さ
らに， fi � � とならないことを示す．それには各 p � pi について，正 p� 角形が作図で
きないことを示せばよい．��p�� � p�p � �� であるがそれは２の冪にはならない．作図可
能なときには最小多項式の次数が２の冪にならなくてはいけないので，正 p� 角形は作図
不可能である．��

　

系 ��� 各の３等分線は一般には作図できない．一般に，p が奇素数ならば，各の p 等分
線は作図できない．
証明）正 p� 角形が作図できないことから，角 �� の p 等分もしくは 角 ��

p
の p 等分が

できない．例えば，正９角形が作図不可能であることから 角 ��
� の３等分ができないこと

が結論される．
　

系 ��� 角の n 等分が必ずできるのは，n が２の冪のときに限る．

�




��� 素冪円分体の構造

　円周 n 等分多項式とは，１の n 原始乗根を根に持ち，かつそれだけを根とする多項
式のことである．その次数は ��n� �� fk j � � k � n� �� �k� n� � �g である．
n � p ：素数のときは， �p�x� � xp�� � xp�� � � � �� x� �

補題 ��� �p�x� は既約である．

証明）�p�x� �
xp � �

x� �
で x � y � � とおくと

�p�x� �
�y � ��p � �

�y � ��� �
�

yp �p C�y
p�� �p C�y

p�� � � � � �p Cp��y � �� �

y
� yp�� �p C�yp�� � � � � �p Cp��

この y についての p � � 次式は

� 最高次の項の係数は１で， p で割り切れない．

� その他の係数 pC��p C�� � � �p Cp�� は p の倍数である．

� 定数項 pCp�� � p は p� で割り切れない．

従って，Eisensteinの判定定理により， �p�x� は既約である．��

　
　作図を問題とするので，基礎体を有理数体 Q として考える． Q 上の �p�x� の分解体は

Q��� だある．ただし， � � cos
��

p
� sin

��

p
とする．既約性により， �Q��� � Q� � p� � ．

補題 ��� �� ��� � � � � �p�� が Q��� の Q 上の基底をなす．
　証明）�� ��� � � � � �p�� は拡大次数の p � � 個ある．それが Q 上１次独立であることを
示せばよい．
　a�� � a��

� � � � � � ap���
p�� � 
 �ai � Q が成り立っていると仮定する．

　両辺を � で割って，a� � a�� � � � �� ap���
p�� � 


　これは � が p�� 次方程式 ap��xp��� � � ��a�x�a� � 
 の解であることを示す．�p�x�

の最小性により，この方程式は恒等的に �でなければいけない．従って �� ��� � � � � �p�� は
Q 上１次独立である．��

　
　このとき，Galois群 G � Gal �Q���
Q� は巡回群となり，その位数は p� � である．

 � G を G の生成元の１つとすると， �� � �q （ q は mod p のある原始根）．
i � o������� � � � に対して，�i �� ��

i

� �qi とする．（ただし， �� �� � とする）
��i � �i��


n � � 　　
� 　　p � � jn 　　より �i � �j 　　
� 　　i � j � mod p� ��

　従って， �i �i � Z� の中で相異なるものは p � � 個である．例えば，��� ��� � � � � �p��
をそれらの代表としてとることができる．これらは �� ��� � � � � �p�� を並び替えたものに他
ならない．従って， Q���
Q の基底にすることができる．
　Galois群 G の部分群はまた巡回群であり，その生成元は 
f （ f は p� � の約数の１
つ ）と表せる．逆に p� � の任意の約数 f に対して， 
f は G のある部分群を生成する．

��



Q��� 
��� � 
p�� ��� � �

p��
f
次
x�� ��y
Qf 
��� � 
f �

f 次

x�� ��y
Q 
��� � 
 �� Gal�Q���
Q�

図のように部分体 Qf と部分群 � 
f � を対応させる． � � Qf 
� ��f � �

　Q� � Q� Qp�� � Q��� 　拡大次数 �Q��� � Qf � �
p � �

f
� �Qf � Q� � f

　
Gaussの f項周期
　p � � の任意の約数 f に対して，１の p 乗根 　��� ��� � � � � �p�� を f 個のグループに

分ける． q ��
p � �

f
とおく．

��� �f � ��f � � � � � � � �
q���f
��� �f��� ��f��� � � � � � � �
q���f��
��� �f��� ��f��� � � � � � � �
q���f��
���

���
���

�� �
���

���
���

���
� � �

���

�f��� ��f��� ��f��� � � � � � � �qf��

　
f の作用により各元 �i は表中の右隣の項 �i�f にうつる．（ただし，右端の元 �
q���f�i

は左端の元 �i にうつり，最後の項は �� にうつるものとする．）
　各グループの和を求める．

�

f�
i ��

q��X
j��

�jf�i � �i � �f�i � ��f�i � � � � � �
q���f�i

　このとき，各 �

f�
i � �i は 
f の作用について不変．すなわち， ��

f

i � �i ．これらを
Gaussのｆ項周期という．不変性より �i � Qf �i � 
� �� � � � � f � �� ．
��� ��� � � � � �f�� の個数 f は拡大次数 �Qf � Q� に等しい．また，それらは Q 上独立であ
る．従って，��� ��� � � � � �f�� は Qf 
Q の基底となる．

補題 ��� 任意の周期 �i は周期 � � �� の有理式で表される．
　
証明） � � �� � Qf より， Q��� 	 Qf ．そこで， m �� �Q��� � Q�� f�x� � Q�x� を �

の Q 上の最小多項式とする．
Q��� 	 Qf より，m � f ．
一方，�i � ��

i

�i � 
� �� � � � � f � �� より，
f�x� � amx

m � am��x
m�� � � � � � a�x� a� �ai � Q

f��� � am�m � am���m�� � � � �� a�� � a� � 


上式の両辺に 
i を作用させて
am�

m
i � am���

m��
i � � � �� a��i � a� � 


従って，��� ��� � � � � �f�� は全て f�x� の根である．すなわち，f�x� は少なくとも f 個の

��



相異なる根を持つ．従って，m � f

以上により，m � f ．これにより，Q��� � Qf

従って，��� ��� � � � � �f�� は全て Q��� の元であり， � の有理式で表される．��

��� 円周等分方程式の解法

p � � � q�q� � � � � � qs � 必ずしも相異なるとは限らない素数の積への分解．例えば，
��� � � � � � � � � � ．
　Qf � 	 Qf 
� f � j f 　であるから，Q
�� �� Q� Q
i� �� Qq�q������qi とすると，
Q � Q
�� 	 Q
�� 	 Q
�� 	 � � � 	 Qs � Q��� という体の拡大列ができる．
拡大の各ステップ Q
i�
Q
i��� では ��i � Q
i� s�t� Q
i� � Q
i�����i�� �iはQ
i��� �

Q��� � ��� � � � � �i��� 上の qi 次式の根で，�Q��i� � Q
i��� � � qi ．
従って円周 p 等分方程式を解くことは，素数 q�� q�� � � � � qs 次の方程式を順次解いていく
ことに帰着できる．
	�� の結果により，定規とコンパスで作図可能となるのは q� � q� � � � � � qs � � となる
ときのみである．このとき，p � ��

n
� � （フェルマー素数）である．フェルマー素数

は現在のところ 　��
�����
���

�� 　しか見つかっていない．��
�
� � が合成数であるこ

とは Eulerによって発見された．

��� 円周１７等分方程式

　Gaussの f項周期のアイディアに基づき，方程式 　x�	�x���� � ��x�� � 
 　を解く．
河合良一郎先生の記事に従い，素数１７の原始根として最も簡単な３をとる．�n mod ��

は �� 	� �
� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� �� �� ��� �� �� � と順にならぶ．また，p� � � � � � � � � � よ
り，Q 	 Q� 	 Q� 	 Q� 	 Q�	 � Q��� 　と拡大列ができる．

�

�

�
��

�

�

�

	

�


��
��

��
��

��

��

x

y

図 �
��

���f � � のとき

��



� � � � �
 � ��� � ��� � ��	 � �� � �� � ��

�� � �� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � �	

�� � ��

� � �� � � � �� � � � � � ��	 � �� ���	 � � � �� � � � � 
より� ��
��

��� ��
� � ��
 � ��� � ��	 � ��� � ��� � ��	 � ��
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 � ��� � ��� � ��� � ��
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 � ��� � �
 � ���

�� � ��� � ��
 � ��� � ��	 � ��� � ��� � ��	

��� � ��� � ��	 � ��� � ��� � ��
 � ��� � �


�� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

��� � �� � � � �
 � ��� � ��� � ��	 � �� � � � �

��� � ��� � �� � ��� � �	 � �� � ��� � �� � � � ��

�	 � �� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � � � ��

��� � �	 � �� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � � � ��

��� � ��	 � �� � �� � �� � � � �
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従って，�
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ここで �
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� が現れたが，前節の補題からそれは �
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� の有理式で表すことができるはずで

ある．積 �

��
� �


��
� を作ってみる．

�

��
� �


��
� ��� � ��� � ������ � �� � ��� � ����

��� � ��� � ��� � ��	

�	 � ��� � ��� � ��

��� � ��� � ��
 � �


��� � ��	 � ��� � ���

��� � � � ��� � ��	 � � � �

��
�

�	 � ��� � ��� � �� � � � �

��
�

��� � �� � �� � �
 � � � �

��
�

��� � ��	 � �� � � � � � �

��
�

���

��
� � �


��
� � �


��
� � ��


��
� � �


��
� � �


��
� � �


��
� � � �


��
� � �


��
�

� � � � �

��
� � �


��
�

��
��

従って，�� � �

��
� ��


��
� � �� � �


��
� �


��
� �

�� � �

��
�

� � �

��
�

以上より �

��
� と �


��
� は x� � �


��
� x

�

��
� � �

�

��
� � �

� 
 の２解である．

��



�

��
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x �
��� � �� �

p
���� � ��� � ���� � ��

��� � ��
�

��� � ���
p
�� � ��� � ��� � �

��� � ��

円上の点で考えると �

��
� � 
 がわかる．また，�


��
� � � cos

��

��
であり，この値が上で計

算できたので正１７角形の作図が可能であると言える．��

��� Gaussの方法で積の整理がなぜうまくいくか

Qf � Q���� � � �

f�
� � � � �f � � � �� �
g���f

�
g �

p� �

f

�
　： g 項周期の１つ目．

f � j f とすると，Qf � Qf � ���

ここで，� を根とする Qf � 上の既約多項式，すなわち Qf � 上の � の最小多項式を考える．
そのために次の周期を考える． �

� � ��� �f � � ��f � � � � � � �
h���f �
�
h �

f

f �

�
��
��

�
�kf �

��f�
�
�
�kf � � �kf ��f � �kf ���f � � � � � �kf ��
g���f

��f�
� �kf ��f � � �kf ��f�f � � �kf ���f�f � � � � �� �kf ��
g���f�f �

� �
k���f �

��
	�

従って， f�x� � �x� ���x � �f ���x� ��f �� � � � � � �x� �
h���f � � は Qf 上の多項式である．
そしてその次数は h � �Qf � Qf � � に等しい．よってこれが求める最小多項式である．
この多項式の xh�� の係数 ����� は

� � �f � � ��f � � � � �� �
h���f � �
h��X
k��

�kf � �
k��X
k��

g��X
l��

�kf ��lf

�

g��X
l��

h��X
k��

�f �
k�lh� �

g���X
j��

�j

�
g� �

p � �

f �

� ��
�
�

すなわち，f � に対応するGaussの g� 項周期 �
f
�� �


f ��
� と同じ．

他の係数も ��� ��� � � � � �f��が Qf 
Qの基底であることから「任意の�i�j は周期 ��� ��� � � � � �f��
の１次結合で表される」ことが導かれ，それらによって係数が計算できる．
　
� Gaussのアイデア

�注意．実際には Q � Q��� � Q��� � � � � � Q�s� � Q��� の拡大の途中を考えているので，f � q� � � � � �

qi��qi� f � � q� � � � � � qi�� を考えればよい．

��



積 �i�j を計算するために Gaussは次のような整理の仕方を提案した．

�i�j ���i � �i�f � �i��f � � � �� �i�
g���f ���j � �j�f � �j��f � � � � � �j�
g���f �

� �i�j � �i�f�j�f � � � � � �i�
g���f �j�
g���f （縦に並んだ項の積）

� �i�j�f � �i�f�j��f � � � �� �i�
g���f �j （相手を１つずつ右へ）

� �i�j��f � �i�f �j��f � � � � � �i�
g���f �j�f （相手を２つずつ右へ）
���

� �i�j�
g���f � �i�f�j � � � � � �i�
g���f �j�
g���f （相手を g � � ずつ右へ）

��
���

このとき，各行に対して 
f の作用を考えると，各項はその行内の１つ右の項へ移る．ただ
し，右端の項は左端に移る．また，それぞれは１であるかもしくは１の p 乗根である．従っ
て各行は１ばかりの和で � g となるか，もしくは１の p 乗根からなり，��� ��� � � � � �f��
のうちの１つであるかである．��� ��� � � � � �f�� のうちのどれであるかは，行中のどれか
１つがわかればよい．従って計算が簡単に実行できるのである．
　
以上，ポストニコフ著 　「ガロアの理論」 　（東京図書）による．

��� 正７角形について

�はフェルマー素数ではないので，定規とコンパスで作図することは不可能．その事情
を計算でも確かめてみる．（１）加法定理
�� � �� とすると �� � �� � �� ．従って，cos �� � cos �� ．
cos � � xとおくと， ���x������� � �x���x �x���x���x���x���
 �x�
����x� � �x� � �x� �� � 
 ．
x �� � より，�x� � �x� � �x � � � 
 ．�x � X とおくと，X� �X� � �X � � � 
 ．こ
の方程式に X � �� を代入しても �にならないので，X� � X� � �X � � は Q 上既約．

よって �x� � �x� � �x� � もそうである．従って３次拡大を作らないと cos
��

�
が求めら

れない．即ち，定規とコンパスでは作図できない．
　
（２）相反方程式
z� � � より，z� � � � �z � ���z	 � z� � z� � z� � z� � z � �� � 
 ．
z	 � z� � z� � z� � z� � z � � � 
 で z �� 
 のとき，両辺 �z� ．�
z� �

�

z�

�
�

�
z� �

�

z�

�
�

�
z �

�

z

�
� � � 
 ．

X � z �
�

z
とおくと，�X� � �X� � �X� � �� �X � � � 
 X� �X� � �X � � � 
 ．

これは先の方程式と同じである．（それは X � z �
�

z
� � cos

��

�
であることから当たり前

なのであるが）
　
（３）体の拡大で

���� � �� � � � � �� � � � cos
��

�
� i sin

��

�
．

��



Q 	 Q� 	 Q	 � Q��� もしくは Q 	 Q� 	 Q	 � Q���

�i� Q� について， mod �の原始根として例えば �をとると，�n mod �は順に �� �� �� �� �� �

．
�項周期は，� � � � �� � �� �� � �� � �	 � ��

円上で点を取って考えると Im � � 
がわかるので � �
�� �p�i

�
となることに注意する．

� � �� � � � �� � �� � �� � �	 � �� � �� ��
���

� � �� ����のある行� � ���のある行� � ��	のある行�

�� � � � �� � �
��
���

従って，�� �� は x� � x� � � 
 の２解．x �
�� �p�i

�
．

これらは �� ��� �� の作る三角形および ��� �	� �� の作る三角形の重心を求めていくことに
役立つが，それら１つずつを求めるには，例えば � からは

��� � ���� � ��� � �� � �	 � �� � �� ��
���

����� � �� � � ��
���

従って x� � �� �p�i

�
x� �

�� �p�i

�
x � � � 


これは Q�
�� �

p
�i

�
� 上で既約となる．

　
�ii�Q� について
�項周期は，� � � � �	 �� � �� � �� � � �� � �� ．

� � �� � �� � � � �	 � �� � �� � �� � �� � �� ��
���

� � �� ����のある行� � ���のある行� � �� � ��

�� � �� ����のある行� � ��� � �のある行� � �� � �

�� � � ����のある行� � ��� � �のある行� � �� � �

��
���

従って

��� � ���� � ��� � ��� � �� � ��� � �� ��
���

����� ����� � �� � ��� � �� � �	��

���� � �� � ���の行� � ���の行�

��� � � � �� � � � �

��
�	�

従って

x� � x� � �x � � � 
 ��
�
�

�	



これは既約．
　
課題 　正７角形は折り紙で作図可能であるという．どのように３次拡大を実現しているの
か？
　
　もう少し時間を見つけて，Galois理論の理解をもう少し深め，具体的な方程式のGalois

群を計算してみるとよいのであろう．また，ポストニコフの本には「どのような５次方程
式が根号で解けるか」など，おもしろそうな話題も載っている．そこで用いられている５
次方程式の標準形と判別式については以前「数学Ｉ・Ａの指導メモ」で少し触れたもので
ある．
　５次方程式については，楕円関数を用いた解法も以前からの課題である．学生時代に，
Mumford著「Tata lectures on theta I�II」（Birkhauser）の付録に梅村浩先生の論文があ
るのを知っていたが，読めずに終わっている．最近梅村先生が「楕円関数論」という本を
東京大学出版会から出され，その中にもそのことが書かれている．時間を見つけて読んで
みるべきであるが・・・． 　
　作図問題について，学生時代から曖昧にしていた部分が今回少しすっきりさせることが
できた．（２００１年２月１１日）

�




第�章 フラーレンＣ６０からの変形・・・Ｃ２
４とＣ１２

　化学の先生が不在であったある日、１年生から「黒鉛は分子か？」という質問を受けた。
説明をしているうちにＣ６０フラーレンにも話がおよび、数学の課題研究で生徒が作成し
たサッカーボール型の模型が職員室にあることを教えた。課題研究以降、教務の仕事がずっ
と忙しく、そして年度末の整理、新たに進路の仕事に就いてばたばたしているうちあっと
いう間に時間が過ぎていた。課題研究の頃のことが懐かしく思い出された。
　そのしばらく後、名古屋大学が主催している数学コンクールの問題に以下のようなもの
があったことを知った。�

問題 　「Ｃ６０フラーレンの炭素の個数が６０のかわりに２４だったらどのような形状
か？」
課題研究の時に生徒がサッカーボールの作り方について報告していたことを思い出したら、
その方法でＣ２４の形状が浮かんだ。

��� Ｃ６０・・・サッカーボール

�� 正２０面体を作る。

正三角形が ��個あり、�つの頂点に 
本の辺が集まっている。従って ���
�� � ��

個の頂点がある。

�� 各頂点を中心に 
角形を切り取る。

�記事を書いていらっしゃったのは大沢健夫先生である。砺波市出身であり、以前、砺波高校に出張講義に
来たいた。またその折り、課題研究で問題となっていた事項について、北岡先生に取り次いでいただいたの
であった。

��



��個の頂点の分だけ正５角形ができる。この立体の頂点は全て５角形の頂点となっ
ており、また、異なる５角形が頂点を共有することはないから、サッカーボールの
頂点は �� �� � �
 個である。
　

��� 面取りによるＣ１２，２つのＣ２４、別のＣ６０

その他の正多面体についても、各頂点から面取りをしてみる。
　

�� 正４面体 　
　頂点は � � � � �� 個。従ってＣ１２。
面は正三角形が４個と正六角形が４個。

　

	� 正６面体（立方体） 　
　頂点は � � � � �� 個。従ってＣ２４。
面は正三角形が８個と正八角形が６個。

��



　


� 正８面体 　
　頂点は � � � � �� 個。従ってＣ２４その２。
面は正方形が６個と正六角形が８個。

　

�� 正１２面体 　
　頂点は � � �
 � �
 個。従ってＣ６０その２。
面は正三角形が２０個と正十角形が１２個。

　

��



上記の２つのＣ１２が数学コンクールの答えになりうるのだと思う。参加者がどのような
答えを出したのか、主催者がどのような解答を用意していたのかはまだ調べていない。上
記の構成法があるか否かはよく調べていない。
　
余談、課題

� 宮池先生「Ｃからは４本の手が出ていると思うのですが、Ｃ６０の頂点からの辺は
３本ずつで１本手が余っていますよね」
片山「ベンゼンのように２重結合でもう１本手を出しているのでは」

� 上のような図をコンピュータでうまく書くにはどうすればいいか？Mathemativaに
は正多面体の図があったけど。なお、上記の図はWinTpicを用いて手書きした。

� 上記のような構造のうち、Ｃ６０フラーレン以外は実際には存在しないそうだけど、
それはどうしてか？結合力に対して何かしらの方程式を立てて、その極小条件を考
えていくような難しい内容なのであろうか？

（以上、May ��������

　
　その後、授業で話題にしたところ、理数科３年の水上君が模型を作ってきてくれた。（そ
れまで私自身は手書きの絵で考えただけであった。）はじめは紙で作ったもの、引き続き
マッチ棒をうまく接着した骨格模型で、以下の写真のようなものである。

　その立体を眺めてみると、サッカーボール以外のものは頂点から伸びる辺のなす角度が
かなりアンバランスなのである。唯一サッカーボールのものは正六角形の内角と正五角形
の ��
� と �
�� であり、その差は許容範囲としてなんとかバランスを保っているのかも
しれない。この考えは正しいのかどうか確かめていないが、周囲の人には割と支持しても
らえる。実際の立体を見ることによって見えてくることもあるものだ。（２００１年夏）
　
　全国理数科教育研究大会の発表のプレゼンテーション用に，色画用紙で模型を作ってお
いた．

��



正２０面体をもとに作成するものが作りにくい．残る１０角形と穴の開く三角形の差が大
きい．（２００１年秋）
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